Operatory na kratach Banacha
Lista 1 (porzadki)

Zad 1. Pokazaé, ze kazdy praporzadek < na X definiuje wzorem = ~ y DL <yoraz y < x
relacje rownowazno$ci na X, natomiast wzor
df
7] <[yl < =<y
poprawnie definiuje porzadek (cze¢Sciowy) zbiorze klas abstrakeji X/~ = {[z] : x € X} relacji ~.

Zad 2. Czy relacja rownowazno$ci moze by¢ porzadkiem czesciowym? A czy moze byé porzadkiem
liniowym?

Zad 3. Rozwazmy R ze standardowym porzadkiem liniowym <. Ktora z relacji na R jest praporzad-
kiem, czesciowym porzadkiem, porzadkiem liniowym, a ktora relacja rownowaznosci, gdzie
TRy < y=u=x, TRy — x<y+1, TR3y <— x <y, TRy <— y <z,
TRy = |z| <y, TRey <— z <2y, TRy <= 0<z<y lub 2 <y<0.

Zad 4. Pokazac¢, ze relacja > jest porzadkiem czesciowym na X wtedy i tylko wtedy, gdy relacja
y<uw L > y jest porzadkiem na X.

Zad 5. Ostrym porzqdkiem nazywamy relacje przechodniag i antyzwrotna, tzn. taka, w ktorej zaden
element nie jest w relacji sam ze soba. Pokazac, ze relacja > jest porzadkiem czesciowym na X wtedy

i tylko wtedy, gdy relacja x >y Ly > y oraz x # y, jest ostrym porzadkiem na X.
Zad 6. Niech (X, >) bedzie zbiorem (czesciowo) uporzadkowanym. Niech Y C X oraz x € X.

NAzZwA DEFINICJA
x jest ograniczeniem gérnym Y x >y dla kazdegoy € Y
x jest elementem najwiekszym w Y x €Y oraz x > y dla kazdego y € Y
x jest elementem maksymalnym w Y | z € Y oraz nie ma y € Y\ {z} takiego, ze y > x

Analogicznie (zastepujac > przez <) definiujemy ograniczenie dolne, element najmniejszy oraz element
minimalny. Uzasadni¢, ze

a) jezeli istnieje element najwiekszy w Y, to jest on jedynym elementem maksymalnym.
b) moze sie zdazy¢ tak, ze istnieje ograniczenie gorne, a nie istnieje element maksymalny.
¢) moze sie zdazy¢, ze Y ma dokladnie jeden element maksymalny, a nie ma elementu najwiekszego.

Zad 7. Rozwazmy plaszczyzne R? z czesciowym porzadkiem (a,b) < (c,d) DL I < coraz b <d. Dla
podanych zbiorow zbadaé, czy istniejg ograniczenia gorne, dolne, element najwiekszy, najmniejszy lub
elementy maksymalne, minimalne?

A=1[0,1%  B=[0,1]x[0,1), C=Rx[-1,1], D={(z,y) eR*:2?+4> <1}
E = ({0} x [1,2) U ({1} x [0,1]), F={(zr,y) eR*:0<y<1—]z|}, G=(~00,0)>

Zad 8. Jesli w zbiorze ograniczenn goérnych zbioru Y C X istnieje element najmniejszy, to jest on
doktadnie jeden (dlaczego?), nazywamy go kresem gérnym zbioru Y i oznaczamy supY lub \/er Y.
Analogicznie, jezeli istnieje najwieksze ograniczenie dolne zbioru Y, to nazywamy je kresem dolnym

zbioru Y i ozaczamy inf Y lub /\er y. Wyznaczy¢ sup oraz inf w zbiorach z Zadania 7.

Zad 9 (tacznos¢ sup i inf). Niech F =

a) jesli sup E; istnieje dla kazdego ¢ € I oraz istnieje sup{sup F; : i € I} to istnieje sup E oraz

.e1 i bedzie sumg podzbioréw zbioru uporzadkowanego X.

sup E =sup{sup E; : i € I}.

b) jesli inf E; istnieje dla kazdego i € I oraz istnieje inf{inf E; : i € I} to istnieje inf F oraz
inf £ = inf{inf E; : i € T}.



