
Operatory na kratach Banacha

Lista 1 (porz¡dki)

Zad 1. Pokaza¢, »e ka»dy praporz¡dek ≤ na X de�niuje wzorem x ∼ y
df⇐⇒ x ≤ y oraz y ≤ x

relacj¦ równowa»no±ci na X, natomiast wzór

[x] ≤ [y]
df⇐⇒ x ≤ y

poprawnie de�niuje porz¡dek (cz¦±ciowy) zbiorze klas abstrakcji X/∼ = {[x] : x ∈ X} relacji ∼.
Zad 2. Czy relacja równowa»no±ci mo»e by¢ porz¡dkiem cz¦±ciowym? A czy mo»e by¢ porz¡dkiem
liniowym?

Zad 3. Rozwa»my R ze standardowym porz¡dkiem liniowym ≤. Która z relacji na R jest praporz¡d-
kiem, cz¦±ciowym porz¡dkiem, porz¡dkiem liniowym, a która relacj¡ równowa»no±ci, gdzie

xR1y ⇐⇒ y = x, xR2y ⇐⇒ x ≤ y + 1, xR3y ⇐⇒ x ≤ y, xR4y ⇐⇒ y ≤ x,

xR5y ⇐⇒ |x| ≤ |y|, xR6y ⇐⇒ x ≤ 2y, xR7y ⇐⇒ 0 ≤ x ≤ y lub x ≤ y < 0.

Zad 4. Pokaza¢, »e relacja ≥ jest porz¡dkiem cz¦±ciowym na X wtedy i tylko wtedy, gdy relacja

y ≤ x
df⇐⇒ x ≥ y jest porz¡dkiem na X.

Zad 5. Ostrym porz¡dkiem nazywamy relacj¦ przechodni¡ i antyzwrotn¡, tzn. tak¡, w której »aden
element nie jest w relacji sam ze sob¡. Pokaza¢, »e relacja ≥ jest porz¡dkiem cz¦±ciowym na X wtedy

i tylko wtedy, gdy relacja x > y
df⇐⇒ x ≥ y oraz x 6= y, jest ostrym porz¡dkiem na X.

Zad 6. Niech (X,≥) b¦dzie zbiorem (cz¦±ciowo) uporz¡dkowanym. Niech Y ⊆ X oraz x ∈ X.

Nazwa Definicja

x jest ograniczeniem górnym Y x ≥ y dla ka»dego y ∈ Y
x jest elementem najwi¦kszym w Y x ∈ Y oraz x ≥ y dla ka»dego y ∈ Y
x jest elementem maksymalnym w Y x ∈ Y oraz nie ma y ∈ Y \ {x} takiego, »e y ≥ x

Analogicznie (zast¦puj¡c ≥ przez ≤) de�niujemy ograniczenie dolne, element najmniejszy oraz element
minimalny. Uzasadni¢, »e

a) je»eli istnieje element najwi¦kszy w Y , to jest on jedynym elementem maksymalnym.

b) mo»e si¦ zda»y¢ tak, »e istnieje ograniczenie górne, a nie istnieje element maksymalny.

c) mo»e si¦ zda»y¢, »e Y ma dokªadnie jeden element maksymalny, a nie ma elementu najwi¦kszego.

Zad 7. Rozwa»my pªaszczyzn¦ R2 z cz¦±ciowym porz¡dkiem (a, b) ≤ (c, d)
df⇐⇒ a ≤ c oraz b ≤ d. Dla

podanych zbiorów zbada¢, czy istniej¡ ograniczenia górne, dolne, element najwi¦kszy, najmniejszy lub
elementy maksymalne, minimalne?

A = [0, 1]2, B = [0, 1]× [0, 1), C = R× [−1, 1], D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}

E = ({0} × [1, 2]) ∪ ({1} × [0, 1]), F = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1− |x|}, G = (−∞, 0)2.

Zad 8. Je±li w zbiorze ogranicze« górnych zbioru Y ⊆ X istnieje element najmniejszy, to jest on
dokªadnie jeden (dlaczego?), nazywamy go kresem górnym zbioru Y i oznaczamy supY lub

∨
y∈Y y.

Analogicznie, je»eli istnieje najwi¦ksze ograniczenie dolne zbioru Y , to nazywamy je kresem dolnym

zbioru Y i ozaczamy inf Y lub
∧

y∈Y y. Wyznaczy¢ sup oraz inf w zbiorach z Zadania 7.

Zad 9 (ª¡czno±¢ sup i inf). Niech E =
⋃

i∈I Ei b¦dzie sum¡ podzbiorów zbioru uporz¡dkowanego X.

a) je±li supEi istnieje dla ka»dego i ∈ I oraz istnieje sup{supEi : i ∈ I} to istnieje supE oraz

supE = sup{supEi : i ∈ I}.

b) je±li inf Ei istnieje dla ka»dego i ∈ I oraz istnieje inf{inf Ei : i ∈ I} to istnieje inf E oraz

inf E = inf{inf Ei : i ∈ I}.


